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Ещё древние греки (например, Менехм и Аполло-
ний) знали, что эллипс, гиперболу и параболу можно 
получить, пересекая конус плоскостью. Но они, види-
мо, не знали чисто геометрического доказательства.

В 1822 году бельгийский 
инженер и математик Жерми-
наль Данделен такое доказа-
тельство придумал! Мы разбе-
рём его для случая цилиндра: 
любое сечение цилиндра на-
клонной плоскостью (не па-
раллельной оси цилиндра) бу-
дет эллипсом. 

Оригинальная идея Дан-
делена следующая: впишем в 
цилиндр две одинаковые сферы, касающиеся данной 
плоскости, одна – сверху (в точке P), другая  – снизу 
(в точке Q), как на рисунке 1. 

Два века теоремы Данделена
Фёдор Нилов

Жерминаль Данделен

Рис. 1

P

X
Q



13

Оказывается, сечение – это эллипс, фокусы  
которого – точки P и Q! Действительно, возьмём ка-
кую-нибудь точку X на сечении. Расстояние XP равно 
вертикальному отрезку, соединяющему X с эквато-
ром верхней сферы  – ведь это две касательные, про-
ведённые к сфере из одной точки. Аналогично, XQ – 
расстояние от X до экватора нижней сферы. Поэтому 
сумма расстояний от X до точек P и Q всегда одна и та 
же: она равна расстоянию между экваторами сфер!

Аналогично можно доказать, что сечения конуса 
плоскостями, не проходящими через вершину, – это 
коники: эллипсы, гиперболы, параболы. Их фокусы – 
снова точки касания сфер Данделена с плоскостью се-
чения.

А как увидеть их директрисы? Точки касания 
сферы Данделена с конусом лежат в горизонтальной 
плоскости. Прямая, по которой эта горизонтальная 
плоскость пересекается с плоскостью сечения, и есть 
директриса (рис. 2). Это доказал в 1829 году ирланд-
ский математик Пирс Мортон.

В 1826 году Данделен заметил, что конструкцию 
со вписанными сферами можно применить и для 
однополостного гиперболоида вращения – эта по-
верхность получается вращением гиперболы относи-
тельно её оси симметрии, перпендикулярной линии 
фокусов (рис. 3). Снова сечения будут кониками, фо-
кусы которых – точки касания сфер Данделена с пло-
скостью сечения, а директриса находится аналогично 
предыдущему случаю.

Рис. 2 Рис. 3
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Дело в том, что однополостный гиперболоид тоже 
можно получить, вращая вокруг оси прямую1 (рис. 4). 
Поэтому работает практически такое же рассуждение, 
что и для цилиндра с конусом.

На других поверхностях, получающихся враще-
нием коники относительной одной из её осей симме-
трии, никаких прямых нет. Но теорема, аналогичная 
теореме Данделена, всё равно верна! Доказательство 
можно прочитать в статье автора в журнале «Квант», 
№ 10 за 2022 год. На рисунке 5 показан случай эл-
липсоида; анимации и больше красивых картинок 
можно найти на сайте «Математические этюды».2

1 См. статью Н. Андреева и М. Прасолова «Линейчатые, но не плос-
кие» в «Квантике» № 9 за 2021 год.

2 См. kvan.tk/dandelin-etudes

Рис. 5

Рис. 4
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В «Квантике» № 2 за 2023 год мы 
рассказали об эллипсе, гиперболе и па-
раболе. А сейчас приведём несколько 
примеров того, как они получаются.

1. Иногда изображение в телевизоре 
растянуто в одном направлении и вме-
сто окружности мы видим эллипс.

2. Если, сфотографировав кружку 
под углом, обвести на фотографии её 
верхний край, то получится эллипс.

3. Лунный месяц ограничен полу-
окружностью и дугой эллипса.

4. Если нареза́ть колбасу наискосок, 
то дольки получаются в форме эллипса.

5. Конус света от фонаря освещает 
на стене фигуру, ограниченную эллип-
сом, параболой или ветвью гиперболы.

6. Край каждой из шести граней за-
точенного карандаша – гипербола.

7. Конец тени в течение дня движет-
ся по гиперболе. В Заполярье он может 
двигаться и по параболе, и по эллипсу. 

8. Лучи, падающие на параболиче-
ское зеркало параллельно оси параболы, 
отразившись, сходятся в фокусе парабо-
лы. Этот принцип работает в спутнико-
вых тарелках, телескопах, прожекторах, 
а ещё в направленных микрофонах.

КОНИКИ
ВОКРУГ НАС
КОНИКИ
ВОКРУГ НАС
Материал подготовил Максим Прасолов
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9. Если раскрутить полупустой ста-
кан с водой, поверхность воды примет 
форму параболоида вращения  – фигу-
ры, которая получается вращением па-
раболы вокруг своей оси симметрии. 
Это позволяет создавать телескопы 
с жидким зеркалом.

10. Если бросить камень вперёд, то 
он полетит по параболе. Планеты ле-
тают по эллипсам, кометы – по эллип-
сам, параболам и гиперболам.

11. Каждая секция башни Шухова 
состоит из балок, которые получаются 
друг из друга вращением вокруг оси 
башни – то есть секция представляет 
собой гиперболоид вращения (см. ри-
сунок 4 на с. 14).

12. Поставьте в ванночку с водой две 
стеклянные пластинки и соедините их 
у одного конца так, чтобы получилась 
раскрытая книга. Прикройте книгу, 
оставляя между пластинками малень-
кий зазор. За счёт поверхностного на-
тяжения вода поднимется, а её уро-
вень «нарисует» гиперболу.

13. Трос подвесного моста имеет 
форму параболы. Здесь важно, что 
пролёт моста гораздо тяжелее, чем 
трос. Если бы трос провисал только 
под своим весом, то принял бы другую 
форму (называемую цепной линией).

Художник Мария Усеинова
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наш
КОНКУРСолимпиады

VII ТУР

Приглашаем всех попробовать свои силы в нашем 
заочном математическом конкурсе.

Второй этап состоит из четырёх туров (с V по VIII) и идёт c января по апрель. 
Высылайте решения задач VII тура, с которыми справитесь, не позднее 5 апре-

ля в  систему проверки konkurs.kvantik.com (инструкция: kvan.tk/matkonkurs), 
либо электронной почтой по адресу matkonkurs@kvantik.com, либо обычной по-
чтой по адресу 119002, Москва, Б. Власьевский пер., д. 11, журнал «Квантик».

В письме кроме имени и фамилии укажите город, школу и класс, в котором вы 
учитесь, а также обратный почтовый адрес.

В конкурсе также могут участвовать команды: в этом случае присылается одна 
работа со списком участников. Итоги среди команд подводятся отдельно.

Задачи конкурса печатаются в каждом номере, а  также публикуются на сайте 
www.kvantik.com. Участвовать можно, начиная с любого тура. Победителей ждут 
дипломы журнала «Квантик» и призы. Желаем успеха!

31. В интернет-магазине доставка стоит 500 
рублей, но при сумме заказа от 1500 рублей до-
ставка бесплатна. Иван Иванович и Иван Ни-
кифорович заказали с доставкой одинаковые 
зонтики, но Ивану Никифоровичу в честь дня 
рождения сделали на товар скидку 10%. Каково 
же было удивление Ивана Никифоровича, ког-
да он заплатил на 340 рублей больше, чем Иван 
Иванович. Сколько стоил зонтик? 

32. Разрежьте «цифру 5» на ри-
сунке по линиям сетки на 9 различ-
ных пятиклеточных частей (фи-
гуры, которые можно совместить 
поворачиванием и переворачива-
нием, считаются равными).
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Авторы: Егор Бакаев (31, 34), Татьяна Корчемкина (32), Фёдор Нилов (33), Павел Кожевников (35)

35. В офис привезли много одинаковых четырёхугольных 
столов, у каждого стола все стороны разной длины. Оказалось, 
что и 3 таких стола, и 4, и 5 можно 
поставить по кругу, одинаковыми 
углами к центру, так чтобы между 
соседними столами не было зазора.

Сколько таких столов можно поставить по кругу, одина-
ковыми сторонами наружу и без зазоров 
между соседними столами? Укажите все 
варианты и докажите, что других нет.

ПОЗДРАВЛЯЕМ ПОБЕДИТЕЛЕЙ И ПРИЗЁРОВ ПЕРВОГО ЭТАПА НАШЕГО КОНКУРСА! 
Победители: Карина Амиршадян, Иван Бирюков, Иван Босенко, Александра Васильева,  
Филипп Ганичев, Мария Голенищева, Алиса Елисеева, Артур Илаев, Дмитрий Кичатов, Назар Ме-
лиханов, Иван Мешков, Константин Можаев, Елизавета Нестеренко, Михаил Николаев, София 
Пастухова, Степан Селютин, Мишель Скабелин, Тимур Скивко, Мария Ступник, Софья Суродей-
кина, Наталья Терехова, Дарина Токарева, Иван Трофимов, Севастьян Ушаков, Мелек Ханмаго-
медова, Пётр Черепанов, Елизавета Чернецкая, Елена Шукалова и кружки «Озарчата», «Лев»,  
«Умники и умницы в математике», «М-6 профи», «Питон», «fraktaly1554».
Призёры: Валерий Бацазов, Матвей Габышев, Александр Говарухин, Елена Гришина, Николай Доро-
шев, Елизавета Игнатьева, Ахсартаг Илаев, Валерия Квочко, Юрий Киселев, Леонид Крепков, Егор 
Ланцов, Дмитрий Медведев, Владимир Медоев, Николь Миловская, Валерий Мирошников, Владис-
лав Митузов, Мишель Мишин, Егор Мокеев, Полина Мухина, Сергей Немилов, Саша Погадаев, Игорь  
Порунов, Константин Рим, Наталия Савина, Глеб Сивков, Варвара Сидорова, Анастасия Соболева, 
Максим Телюков, Дарья Федотова, Василий Филимонов, Мираслава Шахова и кружок «Сигма».

УДАЧИ ВСЕМ В СЛЕДУЮЩИХ ЭТАПАХ И В ОБЩЕМ ГОДОВОМ ЗАЧЁТЕ!

33. Можно ли покрасить все нату-
ральные числа в три цвета так, что-
бы сумма любых двух чисел разных 
цветов была бы покрашена в третий 
цвет?

34. Сколькими способами можно рас-
ставить в таблице 3 × 3 числа 1, 2,..., 9 
(каждое по разу) так, чтобы суммы во 
всех строках и столбцах были нечётные?

Х
уд

ож
н

и
к 

Н
и

ко
ла

й
 К

ру
ти

ко
в



Тюремщик вызвал к себе двух узников и сказал: 
«Я дам каждому из вас по монетке и посажу в отдельные 

камеры. По команде каждый подбросит монетку и попро-
бует угадать, что выпало у другого – орёл или решка. Если 
хоть один угадает – я вас отпущу. Даю вам 5 минут посове-
щаться и развожу по камерам». 

Монетка падает орлом и решкой случайно, так что пре-
дугадать, что выпадет, нельзя. Как же узникам сговорить-
ся, чтобы хоть кто-то из них угадал? Х
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